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Reeds in 1822 en 1845 werden door Navier en Stokes de vergelijkingen geformuleerd
waaraan stroming van vloeistoffen en gassen voldoet. Deze vergelijkingen, die de Navier-
Stokes vergelijkingen genoemd worden, beschrijven alle stromingsproblemen, bijvoorbeeld
in de chemische industrie (grote mixers bijv.), biomedische toepassingen (bloedstroming
door aderen), maritieme en offshore engineering (bijv. vaarweerstand van schepen en
overslaande golven op schepen) en de automobiel-/luchtvaartindustrie (verbranding in
motoren, climate control in auto’s/cabines, aerodynamica). Er is echter een probleem:
slechts in zeer eenvoudige gevallen zijn de Navier-Stokes vergelijkingen exact op te lossen.
In de meeste gevallen is het alleen mogelijk de oplossing te benaderen met behulp van de
computer. Dit heeft het vakgebied numerieke stromingsleer opgeleverd. Alhoewel er al
in de zeventiger jaren methoden bestonden om complexe stromingsproblemen numeriek
op te lossen, hebben alle numerieke methoden e´e´n grote beperking, en die schuilt in de
geheugen grootte en rekencapaciteit van de computers. Het kan maar zo zijn dat het
berekenen van een complexe stroming honderdduizend jaar blijkt te vergen. Gelukkig is
het niet nodig om zo lang op het antwoord te wachten, want computers worden steeds
sneller en tegelijkertijd werken wiskundigen eraan om de numerieke methoden steeds
sneller te maken. Van dit laatste is ook dit proefschrift een voorbeeld.
Turbulentie
In turbulente stromingen kunnen meerdere schalen van beweging worden waargenomen.
De grootste schaal (de globale stroming) ziet er rustig en glad uit, in de kleinste schaal be-
weegt het stromingsmedium kriskras. Om turbulentie beter te begrijpen, en daarmee de
moeilijkheid van numerieke methoden voor stromingsberekeningen, kan naar de Navier-
Stokes vergelijkingen gekeken worden. De vergelijkingen zeggen grofweg dat verandering
van de snelheid op een willekeurige plaats wordt gegeven door de combinatie van convec-
tie, diffusie en druk. Convectie is misschien het lastigst te begrijpen: de snelheid in een
bepaald punt zal toenemen als er stroming met een hogere snelheid langs komt. Vergelijk
hierbij met temperatuur: temperatuur zal toenemen als er warmere lucht aan komt stro-
men. Diffusie is interne wrijving van het stromingsmedium. Diffusie probeert de snelheid
in een bepaald punt gelijk te maken aan de omgevingssnelheid. Zonder externe aan-
drijving zal elke stroming uiteindelijk door diffusie tot stilstand komen. Drukverschillen
zorgen ook voor verandering van snelheid.
Convectie is drijvende kracht die stroming doet opbreken in kleinere schalen; diffusie
probeert de stroming gladder te maken. In de kleinste schaal van beweging is er een
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evenwicht tussen convectie en diffusie. De uiteindelijke turbulentie is een samenspel van
convectie en diffusie. De verhouding tussen deze twee is bepalend voor de complexiteit
van de turbulentie. Het getal dat deze verhouding weergeeft wordt het Reynolds getal
genoemd. Bij zeer lage Reynolds getallen is diffusie bepalend en de stroming niet tur-
bulent maar laminair (‘gelaagd’). In de praktijk is het Reynolds getal zo groot dat de
stroming turbulent is: convectie breekt de stroming op in steeds kleinere schalen tot-
dat deze zo klein zijn dat diffusie invloed krijgt. Hoe groot het Reynolds getal is wordt
door drie factoren vastgelegd: de karakteristieke lengte (bij stroming om een object is
dit de grootte van het object), de stromingssnelheid en de viscositeit (stroperigheid) van
het stromingsmedium, waarbij de eerste twee het Reynolds getal doen toenemen en de
laatste het Reynolds getal doet afnemen bij grotere waarde.
Simulatie methoden
Simulatie methoden voor turbulente stroming kunnen worden ingedeeld in drie catego-
riee¨n (in de praktijk worden ook mengvormen gebruikt):
• RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes): hierbij wordt een tijdsgemiddelde van
de Navier-Stokes vergelijkingen opgelost. De berekende stroming bevat geen tur-
bulentie, maar alleen de globale stroming;
• LES (Large Eddy Simulation): hierbij wordt een ruimtelijk filter toegepast op de
Navier-Stokes vergelijkingen. De kleinste schalen worden hierbij weggefilterd, maar
grote wervels blijven bestaan;
• DNS (Direct Numerical Simulation): hierbij worden de Navier-Stokes vergelijkingen
volledig opgelost, dat wil zeggen alle details van de stroming worden berekend. Door
de complexiteit van turbulente stromingen werkt dit alleen bij relatief lage Reynolds
getallen, maar de oplossing is in deze gevallen wel altijd ‘goed’.
Zowel bij RANS als LES wordt (een deel van) de turbulentie gemodelleerd. Deze mo-
dellen zijn gebaseerd op de gedachte dat turbulentie een soort weerstand vormt voor de
stroming. Deze weerstand wordt vaak gemodelleerd door het plaatselijk verhogen van de
viscositeit. Deze kunstmatige diffusie modelleert de weerstand van de turbulentie. Hier-
mee kunnen dan complexe problemen worden opgelost; de prijs hiervoor is echter wel dat
een juist turbulentie model gevonden (en getuned) moet worden, wat een lastig karwei
kan zijn. Indien dit niet goed gebeurt, kan de gevonden oplossing sterk afwijken van de
werkelijkheid. Dit proefschrift beschrijft een nieuwe numerieke methode voor DNS. Daar
DNS opgevat kan worden als LES zonder turbulentie modellering, is de methode echter
ook toepasbaar op RANS en LES.
Energiebehoud
De Navier-Stokes vergelijkingen beschrijven het locale behoud van impuls. Aangevuld met
een vergelijking die het locale behoud van massa beschrijft, vormt dit het uitgangspunt
voor iedere numerieke benadering van de snelheid op discrete punten in plaats en tijd.
Gewoonlijk wordt gee¨ist dat in ieder discreet punt de (locale) fout in de benadering
van de vergelijkingen zo klein mogelijk is. Helaas worden globale eigenschappen van de
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oplossing vaak niet goed gerepresenteerd. Uit het locaal behoud van massa en impuls
volgt meestal wel het globale behoud van deze grootheden, maar niet het behoud van
de totale energie (in afwezigheid van wrijving). De methode die in dit proefschrift is
beschreven behoud symmetrie en de daaraan verbonden globale eigenschappen, in het
bijzonder is de totale energie behouden. Het behoud van de totale energie volgt uit
de Navier-Stokes vergelijkingen en heeft (voor incompressibele vloeistoffen) de volgende
eigenschappen:
• Convectie verandert de totale energie niet; feitelijk verplaats convectie energie lo-
caal.
• Diffusie vermindert de totale energie.
• Drukverschillen veranderen de totale energie niet.
Wiskundig gezien volgen deze fysische eigenschappen uit de volgende symmetrie¨n:
• De convectieve operator is scheef symmetrisch.
• De diffusieve operator is symmetrisch en negatief definiet.
• De gradie¨nt operator is minus de geadjungeerde van de divergentie operator.
Op grond van bovenstaande eigenschappen van de operatoren in de Navier-Stokes verge-
lijkingen is een numerieke methode gemaakt die o.a. de kinetische energie fysisch correct
behandelt. Dit is belangrijk omdat:
• Het overdragen van energie van grote schalen van beweging naar kleinere is een
subtiel spel tussen convectie en diffusie. Dit kan alleen goed nagebootst worden als
de rollen van convectie en diffusie strikt gescheiden zijn.
• Diffusie is belangrijk ook als convectie de stroming lijkt te domineren: zonder ‘een
beetje’ diffusie ondervindt een fietser bijvoorbeeld geen weerstand van tegenwind.
• Numerieke simulaties kunnen door verschillende oorzaken instabiel zijn; in dit geval
groeien numerieke fouten onbegrensd aan. Indien de numerieke energie behouden
is, kan dit niet gebeuren en blijft de simulatie stabiel.
Rekenrooster
Bij numerieke methoden wordt de oplossing alleen berekend op discrete punten in de
ruimte en tijd. De verzameling van deze punten in de ruimte wordt het grid of rekenrooster
genoemd. Hierbij kunnen verschillende grids worden onderscheiden (zie Figuur 6.1):
• Een Cartesisch rooster. Dit ziet eruit als een ruitjespapier, echter de roosterlijnen
kunnen wel op verschillende afstanden van elkaar lopen.
• Een ongestructureerd rooster. Hierbij wordt de ruimte opgedeeld in kleine polygo-
nen, bijvoorbeeld in drie- en vierhoekjes.
• Een gestructureerd rooster passend bij de geometrie.
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Figuur 6.1: Drie voorbeelden van mogelijke rekenroosters voor de stroming om een cilin-
der. De linker is een gestructureerd rooster passend bij de geometrie, de middelste is een
ongestructureerd rooster, de rechter een Cartesisch rooster.
Elk van bovengenoemde grids heeft voor- en nadelen. Een ongestructureerd rooster,
bijvoorbeeld, kan voor elk type geometrie gebouwd worden, maar door het ontbreken
van structuur zijn de bijpassende numerieke methoden vaak niet erg efficie¨nt. Dit geldt
niet voor gestructureerde grids die passen bij de geometrie, die uiterst efficie¨nt kunnen
zijn, maar lastig te maken zijn voor erg complexe geometriee¨n. Een Cartesisch rooster
is makkelijk te maken, echter alleen geschikt voor simpele geometriee¨n, zoals een recht
kanaal of een blok. Aan de Rijksuniversiteit Groningen was reeds een numerieke methode
ontwikkeld, die bovengenoemde ‘energie eigenschappen’ heeft en werkt op Cartesische
roosters. In de meeste gevallen ‘past’ een Cartesisch rekenrooster niet bij de geometrie
van het omstroomde lichaam (bijv. een cilinder, zie Figuur 6.1) en zullen de randcellen
worden doorsneden. Een groot deel van dit proefschrift is gewijd aan de uitbreiding van
de energiebehoudende numerieke methode naar een Cartesisch rooster met doorsneden
cellen.
Tijdsintegratie
Zoals eerder genoemd, wordt de oplossing alleen op discrete tijdstippen bepaald. De tijd
tussen twee opeenvolgende tijdstippen wordt de tijdstap genoemd. De methode die de
oplossing op het volgend tijdstip berekent, wordt de tijdsintegratie genoemd. Tijdsinte-
gratie methoden kunnen in twee categoriee¨n worden ingedeeld: impliciete en expliciete.
Grofweg hebben impliciete methoden het nadeel dat ze lastiger te implementeren zijn
en per tijdstap relatief veel rekentijd vergen; expliciete methoden daarentegen zijn per
tijdstap snel, maar hebben een maximale tijdstap. Dit maximum wordt deels door de
methode vastgelegd, maar voor een belangrijker deel door de grootte van de cellen. Een
bekend probleem met doorsneden cellen is dat, doordat sommige cellen erg klein kunnen
worden, de maximum tijdstap onbruikbaar klein wordt. In dit proefschrift wordt bewe-
zen dat, in tegenstelling tot andere numerieke methoden, de maximum tijdstap bij de
energiebehoudende methode voor convectie niet bepaald wordt door (kleine) doorsneden
cellen. Voor diffusie wordt de methode zodanig aangepast dat ook hier doorsneden cellen
geen nadelige invloed hebben op de maximum tijdstap.
Dit combinerend, is er een methode ontwikkeld die geschikt is voor complexe geome-
triee¨n op Cartesische roosters die de energie op een fysisch juiste manier behandelt. De
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doorsneden cellen hebben geen invloed op de maximum tijdstap en daarmee de snelheid
van de methode. Hierdoor kan een grid gebruikt worden waarvan de grootte van de cel-
len is gebaseerd op de benodigde nauwkeurigheid zonder beperkingen opgelegd door de
numerieke methode.
Resultaten
Om de nieuwe numerieke methode te testen, zijn verschillende simulaties gedaan. De
nauwkeurigheid in doorsneden cellen is vastgesteld door simulaties van een kanaalstro-
ming, waarbij het kanaal gedraaid is ten opzichte van het rooster, en een stroming door
een kanaal met een bocht. De doorsneden cellen blijken globaal geen nadelige invloed te
hebben in de oplossing. Daarna is de stroming om een cilinder uitvoerig getest bij de
Reynolds getallen 40, 100 en 3900. Het hoogste Reynolds getal is behoorlijk hoog voor
DNS. Uit de resultaten, waaronder vergelijkingen met experimenten en andere simulaties,
blijkt dat de methode geschikt is voor dergelijke simulaties en kan concurreren met LES.
Epiloog
In dit proefschrift wordt een numerieke methode voor de Navier-Stokes vergelijkingen
behandeld op Cartesische roosters. De methode is uitgebreid voor doorsneden cellen om
een stroming in een willekeurig domein te kunnen uitrekenen. De numerieke benadering
van convectie en diffusie leidt in doorsneden cellen niet tot een extra beperking van de
maximum tijdstap. Bovendien verloopt de kinetische energie van de stroming in de tijd
soortgelijk als de fysische energie. Zodoende is de numerieke methode gegarandeerd sta-
biel, onafhankelijk van de grofheid van het rooster, plotselinge veranderingen van de cel
grootte of de hoeveelheid diffusie. Door de juiste behoudseigenschappen is de methode
uiterst geschikt voor Direct Numerical Simulation. Dit wordt aangetoond met een stro-
ming rondom een cilinder bij een Reynolds getal van 3900, waar de resultaten bevestigen
dat de methode kan concurreren met Large Eddy Simulation.

